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Dans une precedente note [2], nous avons prCsentC une claase d’anneaux 
tels que tout module non nul contient un sous-module simple non-nul, 
anneaux que nous avons appeles anneaux semi-artiniens. 
Ces anneaux ont les propriCtCs suivantes: 
-Tout anneau semi-artinien commutatif verifie la condition (H), 
c’est-a-dire, tout module non-nul contient un sous-module propre maximal. 
-Tout anneau semi-artinien commutatif est fortement sature, c’est-a- 
dire tout Cpimorphisme dont la source est un anneau semi-artinien est sur- 
jectif. 
-Les theoremes qui les caracterisent sont les suivants: 
T~~OR&ME 3.1. [2]. Soit A un anneau commutatif. Les afirmations 
suivantes sont t$uivalentes 
(1) A est semi-artinien; 
(2) (a) W (le radical de Jacobson) est T-nilpotent, 
(b) A/9 est semi-artinien et r~gulier au sens de Von Neumann; 
(3) A est un l.c. anneau et remplit la condition (H); 
(4) Tout i&al premier est maximal et pour tout A-module 
M#OonaAss(M)+ O. 
Les anneaux semi-artiniens reguliers au sens de Von Neumann sont carac- 
t&i&s par le thCorCme suivant: 
THBORAME 4.1. [2]. Soit A un anneau commutatif. Les ajirmutions 
suivantes sont kquivalentes 
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(1) A est 202 l.c. fznneau rf@&r; 
(2) A est semi-artinien et rgulier; 
(3) A est semi-artinien et rbduit; 
(4) Tout idkal de A est une intersection Gduite d’idiaux maximaux; 
(5) Tout sowmodule d’un A-module est une intersection Gduite de sow 
modules maximaux. 
Dans ce travail on presente une serie de proprietes qui complbtent celles 
de [2]. 
Au 92 sont present& des sous-modules primaires sur un anneau-semi- 
artinien et on montre que si M est un A-module et NC M un sous-module, 
alors N est m-primaire dans M si et seulement si Ass(M/N) = {m}. 
Au $3 on prouve que sur les anneaux semi-artiniens commutatifs a lieu 
une decomposition primaire reduite et unique, decomposition qui n’est pas 
en general finie. 
Au $4, on met en evidence une decomposition primaire au sens de Dickson 
[4] pour les modules associes de man&e finie (ou encore finiment associb). 
Au $5 on caracterise les modules simples et finiment associes ur les anneaux 
semi-artiniens. 
$1. DEFINITION ET NOTATIONS 
Soient A un anneau commutatif unitaire et M un A-module. Dans ([l], 
Exercice 17, pp. 165), on dit qu’un ideal premier p de A est faiblement 
associe a M s’il existe un x E M tel que p soit un element minimal de l’ensem- 
ble des ideaux premiers contenant Ann(x). On dCsigne par Ass,(M) l’ensemble 
des ideaux faiblement associes a M. Un ideal premier p C A est dit associe B 
M s’il existe x E M tel que p = Ann(x); on note, par Ass(M) l’ensemble des 
ideaux premiers associes a M. 
Par Supp(M) on note I’ensemble des ideaux premiers p avec la propriete 
que M, f 0. De mCme, dans ([l], Exercice 12, pp. 169) on dit qu’un sous- 
module NC M, N # M est p-primaire dans M, si Ass,(M/N) = {p} ce qui 
revient au fait que pour tout a E A I’homothetie aM uv de rapport a dans M/N 
est injective ou presque nilpotente (au sens de [l], pp. 138). 
Si M est un A-module on nomme socle de M et on note par s,,M la somme 
des sous-modules imples de M. 
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92. SOUS-MODULES ET ID~AUX PRIMAIRES DANS LES ANNEAUX SEMI-ARTINIENS 
Dans ce qui suit, on utilisera le lemme suivant qui generalise le Corollaire 
3.3 de [2]. 
LEMME 2.1. Soient A un anneau commutatif unitaire, M un A-module tel 
que s,M soit essentiel dans M. Alors si a E A, l’homothetie de rapport a dans M 
est un monomorphisme si et seulement si a n’appartient a aucun ideal de Ass(M). 
Dtkwnstration. 11 est clair que tout p E Ass(M) est maximal et que 
Ass(M) # o. 
Si aEpEAss(M)on ap = Ann(x) oh x~M,xfO d’oh ax=O, done 
l’homothetie de rapport a n’est pas injective. 
Reciproquement si ax = 0, x E M, x f 0 on a Ax f 0 or ssM C M est 
essentiel done s,,(Ax) est essentiel dans Ax done Ass(Ax) # O. Soit alors 
p E Ass(Ax) il est clair que p E Ass(M) et que p = Ann(&) oh b E A d’oh 
aEp car abx = 0. 
PROPOSITION 2.1. Si A est semi-artinien commutatif [2] et M un A-module 
alors : 
(1) Ass,(M) = {m 1 m maximal, m r) Ann(x), Vx E M, x f O}; 
(2) Ass,(M) = Supp(W; 
(3) Ass,(M) 1 Ass(M). 
(1) RCsulte du fait que tout ideal premier dans un anneau semi-artinien est 
maximal; (2) resulte de ([l], E xercice 17f, pp. 165); et (3) est toujours 
vCrifiC. 
DEFINITION 2.1. Si A est un anneau commutatif et M un A-module, on 
dit que M est finiment associe si Ass(M) est un ensemble fini. 
Si A est un anneau semi-artinien commutatif alors M est un A-module 
finiment associt si et seulement si s,,M contient un nombre fini de composantes 
isotypiques. 
PROPOSITION 2.2. Si A est un anneau semi-artinkn commutatif et M un 
A-module jiniment associe alors: 
Ass,(M) = Ass(M) = Supp(M). 
DEMONSTRATION. Nous montrons que (JmsAss,(M) m = UnapEAsstM) m’ 
O” que c (umEAsst(id m, = c (dEAss(M) m’) 
D’apres Lemme 2.1 C (um’&s&,) m’) = {a E A / a, est injective} 
DECOMPOSITION PRIMAIRE 173 
D’aprb ([I], Exercise 17b, p. 165) C (UmPkss,w) m) = {UEA 1 a, est 
injective} comme Ass(M) est un ensemble fini, alors pour tout m E Ass,(M) 
on a m C Um.EASB(M) m’ done m = m’ et done Ass,(M) = Ass(M). 
COROLLAIRE 2.1. Soit A un anneau semi-artenien commutatif, alors 
(1) Si M est un A-module quelconque et NC M, N # M ah N est 
m-primaire dans M si et seulement si AssXM/N) = Ass(M/N) = {m} c’est-& 
dire si s,(M/N) est isotypique de type A/m. 
(2) Tout id&al irriductible I C A est primaire. 
(3) Pour tout NC M, N irriductible, alors N est primaire dans M. 
L’affirmation (3) resulte du fait que M/N est co-irreductible et done 
s,,(M/N) est simple. 
COROLLAIRE 2.2. Si A est un anneau parfait commutatif [3] alorspour tout 
A-module M, 
Ass,(M) = Ass(M) = Supp(M). 
Ce corollaire rbulte du fait que sur un anneau parfait il existe seulement un 
nombre fki de types de modules simples. 
COROLLAIRE 2.3. Si A est un anneau semi-artinien et M un A-module tel 
que 0 C M soit m-primaire dans M, ah pour tout x E M, x # 0, Ann(x) est 
un idial m-primaire. 
Dkmonstration. Comme Ass,(M) = Ass(M) = {m} alors I’unique ideal 
maximal dans l’anneau A qui contient Ann(x) est m; done dAnn(x) = m, 
c’est-a-dire Ann(x) est m-primaire. 
93. D~OMPOSITION PRIMAIRE DANS LES ANNEAUX SEMI-ARTINIENS 
COMMUTATIFS 
Dans ce paragraphe l’anneau A est suppose commutatif unitaire et semi- 
artinien [2]. 
PROPOSITION 3.1. Si A est un anneau semi-artinien alors quelle que soit lu 
suite exacte 
O--+M’-+M+M”+O 
on a Ass(M) _C Ass(M) C Ass(M’) u Ass(M”). Si M est un A-modulefini- 
ment associk, alors 
Ass(M) = Ass(M’) u Ass(M”) 
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D6monstration. La premiere affirmation est toujours verifiee. 
Si M est finiment associe alors s,(M) a un nombre fini de composantes 
isotypiques, alors s,,(M’) a la m&me propriete. D’apres la Proposition 2.2 
nous avons 
Ass(M’) = Supp(M’) et Ass(M) = Supp(M). 
De l’tgalite Supp(M) = Supp(M’) u Supp(M”) resulte clairement que 
Ass(M) = Ass(M’) u Ass(M”). 
OBSERVATION 2.1. La derniere formule montre que si M est un A- 
module tel que s,(M) ait un nombre fini de composantes isotypiques alors 
pour tout module quotient M”, tout simple contenu dans M” est isomorphe 
a un simple de s,,(M). D’ici resulte: 
COROLLAIRE 3.1. Si A est semi-artinien alors: 
(1) Q&s que soient le module M et NC M, N t%ant m-primaire, ah si N 
est tel que NC N’ C M, N’ est m-primaire dans M. 
(2) Si M est un A-module tel que 0 soit m-primaire dans M, alors 0 est 
m-primaire dans l’enveloppe injective de M. 
COROLLAIRE 3.2. Si A est un anneau parfait commutatif alms quelle que 
soit la suite exacte 
O-+M’+M--+M”-*O 
on a 
Ass(M) = Ass(M’) u Ass(M”) 
Proposition 3.2. Soient A un anneau semi-ah&n M un A module et 
(M& une famille de sous-modules de M (finie ou non) telle que niel Mi = 0 
ah 
Ass(M) C u Ass(M/MJ 
iOI 
Dthonstration. Soit m E Ass(M) alors m = Ann(S) oh S C M est simple; 
vu que nipI Mi = 0 il existe un Mi tel que Mi n S = 0, d’oh S CM/M, et 
m E Ass(M/M,) 
PROPOSITION 3.3. Soient A un anneau semi-artinien, M un A-module et 
4 C Ass(M), alors il existe un sowmodule NC M tel que 
Ass(N) = Ass(M) - 4 et Ass(M/N) = 4 
La preuve est donnt!e dam [I]. 
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DEFINITION 3.1. Soient A un anneau commutatif quelconque, M un 
A-module, N un sous-module de M. On appelle decomposition primaire de 
N dans M une famille (finie ou non) (Q& de sous-modules de M primaires 
par rapport a M et tels que 
DEFINITION 3.2. Soient M un module sur un anneau commutatif, N un 
sous-module de M. On dit qu’une decomposition primaire N = nislQi de 
N dans M est reduite si les conditions suivantes sont remplies: 
(a) il n’existe aucun indice i E Z tel que nizi Qi C Qi ; 
(b) si Ass(M/Q,) = {mi}, les m,(i E I) sont deux a deux distincts. 
On dit que cette decomposition primaire est unique si la condition suivante 
est remplie: 
(c) Si (Qi& , N = fiiel, Qi’ est une autre decomposition primaire 
reduite, alors card Z = card I’ et les ensembles {Ass(M/Q~)}~,~ et 
{Ass(M/Qi’)}i~~’ sont Cgaux. 
Dans le theoreme suivant nous montrons que sur un anneau semi-artinien 
commutatif pour tout A-module M, tout sous-module NC M, est vrai la 
decomposition primaire reduite et unique. 
THBOR&ME 3.1. Soient A un anneau semi-artinien commutatif, M un A- 
module et N C M un sous-module, alors on a: 
N= n N(m) m=4~s(M/N) 
oh, m E Ass(M/N), N(m) est un sowmodule m-primaire. 
Cette decomposition est reduite et unique. 
DEMONSTRATION. Nous pouvons supposer que N = 0. Pour tout 
m E Ass(M). D’aprb la Proposition 3.3, il existe un sous-module N(m) tel que 
Ass(M/N(m)) = {m> et Ass(N(m)) = Ass(M) - {m}, N(m) est m-primaire. 
NOUS supposons que N, = nmeAss(M) N(m) # 0 mais 
Ass(N,,) C n Ass(N(m)) = $ 
msAas(M) 
c’est-a-dire N, = 0. 
Nous supposons que 0 = nncAss~++ N(m) mais d’aprb la Proposi- 
tion 3.2 Ass(M) C ~,&ss~)-(m’) Ass(M/N(m)) = Ass(M) - {m’} ce qui est 
absurde. 
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Unicite’. Soit 0 = niErNi une autre decomposition primaire reduite. 
Posons mi, = n,I-c,,I Ni , Ni, # 0 et Nd, n Ni, 7 0 done Ni, C M/NiO . 
Comme Ass(NiJ f  4 et Ni, est primaire alors Ass(NiO) = Ass(M/NiJ. Mais 
Ass@~,) C Ass(M) done (Ass(M/NJ}~,, C Ass(M). Comme 
ASS(M) C {ASS(M/Ni))i,l 
d’oh resulte 1’CgalitC. 
COROLLAIRE 3.3. Soient A un anneau parfait commutatif, M un A module 
et NC M un sous-module, alors on a; 
oli N(m) est un sous-module m-primaire. Cette dkomposition est rbduite, unique 
et fkie. 
$4. LAISON AVEC LA THBORIE DE LA DI~COMPOSITION PRIMAIRE AU 
SENS DE DICKSON [4] 
Soient A un anneau commutatif quelconque et M un A-module. Dans [4] 
on dit que M est avec torsion si tout module quotient de M contient un 
module simple. 
Si S est un A-module simple alors d’apres [4] un A-module avec torsion 
M est dit S-primaire si tout module quotient de M contient seulement des 
modules simples isomorphes ?I S. 
Tenant compte de [2], l’anneau A est semi-artinien si et seulement si tout 
A-module est avec torsion. 
De m&me dans [4] on dit que pour un A-module M avec torsion est vrai la 
decomposition primaire au sens de Dickson si M = @M, oti Mi sont St- 
primaire. Dans ce qui suit l’anneau A est suppose semi-artinien et commutatif. 
PROPOSITION 4.1. Soient A un anneau semi-artinien. M un A-module et 
S E A/m un A-module simple, alors M est S-primaire [4] si et seulement si 0 
est m-primaire dans M. 
Dhtwnstration. Si M est S-primaire alors sJk2 est semisimple isotypique 
de type S et done Ass(M) = {m} et d’aprb le Corollaire 2.1 0 est m-primaire 
dans M. 
RCciproque : si 0 est m-primaire dans M alors s,(M) est isotypique de type 
S et de la Proposition 3.1 resulte notre affirmation. 
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Nous rappelons qu’une sous-categoric pleine V de Mod(A) (la categoric 
des modules sur l’anneau A) est Cpaisse ([5], pp. 365) si pour toute suite 
exacte: O-+M’-+M+M”-+O on a ME% si et seulement si M’et M” 
sont dans V. 
Soient V une sous-categoric epaisse, on dit que Vest localisante ([5], pp. 372) 
si en plus W est stable par sommes directes. Une sous-categoric localisante %’ 
est stable par enveloppes injectives si pour tout ME W l’enveloppe injective 
de M est dans V. 
Soit S un A module simple: notons par Cs la plus petite sous-categoric 
localisante de Mod A qui contient S. 
PROPOSITION 4.2. Si A est un anneau semi-artinien et S un A-module 
simple, alors la sowcatbgorie 5~7~ est constitut?e de tous les modules S-primaires 
et est de plus stable par enveloppes injectives. 
Dt!monstration. Soit la suite exacte des A-modules 
O-tM’+M-+M”+O 
D’apres la Proposition 3.1 et la Proposition 4.1 M est S-primaire si et seule- 
ment si M’ et M” sont S-primaires; en plus la somme directe de A-modules 
S-primaires est S-primaire, done la categoric de modules S-primaires est 
localisante, il est clair qu’elle est la plus petite sous-categoric localisante de 
Mod A qui contient S. 
De m&me d’apres Proposition 3.1 %s est stable par enveloppes injectives. 
Si M est un A-module alors soit Ms le plus grand sous-module de M 
appartenant a %Ys, il est tvident que Ms est le plus grand sous-module S- 
primaire contenu dans M; Ms se nommera la composante S-primaire de M. 
THBORSME 4.1. Si A est un anneau semi-artinien M un A-module et 
(M,) les composantes S-primaires de M, alors la somme des sous-modules MS est 
directe et M est une extension essentielle de C Ms. 
Dans le theoreme suivant nous presenterons une classe de modules pour 
laquelle M = C Ms. 
THBOR~ME 4.2. Si A est un anneau semi-artinien et M un A-module J;ni- 
merit associ6, alors 
M=@Ms 
(c’est-&-dire M admet we dhcomposition primaire au sens de Dickson). 
Dhonstration. Soit M un A-module tel que Ass(M) soit fini et soient 
(Si)rGisn les types de modules simples qui interviennent dans s,(M) 
481/14/-4 
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Nous notons par %(si)lsi91a la plus petite sous-cattgorie localisante de 
Mod A qui contient la famille (SJIGtsla. 
Rep&ant le raisonnement de la Proposition 4.2, un module N est dans 
Vtsi)IcaGn si et seulement si Ass(N)CAss(M) ou encore si et seulement si 
tout module quotient de N non nul ne contient que des modules simples 
isomorphes a un SC. 
Si .& est une sous-categoric localisante de %~s~)rciGpa alors soient 
(QGiGm, (m < n) les modules simples se trouvant dans ~2, en vertu de 
la Proposition 3.1, on a & = V(si)19iGra et par suite & est stable aux enve- 
loppes injectives. La demonstration resulte alors du Thkoreme 2.2 [4]. 
De plus VcSi)rGiGn est le produit des categories Vsi. 
COROLLAIRE 4.1. Soit A et un anneau semi-artinien. Les a@mations 
suivantes sent t@ivalentes: 
(1) A est parfait [3]; 
(2) Tout A-module M admet une dtkomposition primaire au sens de Dickson. 
DJ~MONSTRATION. Comme A est parfait, pour tout A-module M nous 
avons Ass(M) fini et d’aprits le Theo&me 4.2 nous avons (1) * (2). (2) * (1) 
Nous avons A = @A, la somme directe est finie, done A a un nombre 
fini d’idtaux premiers. D’apr&s le Corollaire 3.8 [2] il rbulte que l’anneau A 
est parfait. 
$5. MODULJB FINIMENT ASSOCI~ SUR UN ANNEAU SEMI-ARTINIEN 
Rappelons que l’on dit qu’un A-module M est finiment associe si Ass(M) 
est un ensemble fini. 
Notons par &,, la sous-cat6gorie pleine de Mod A formee des modules 
finiment associ6s. 
On supposera toujours dans ce qui suit que A est un anneau semi-artinien 
commutatif. 
PROPOSITION 5.1. Si A est un anneau semi-artimim, ah J& est une 
sous-catf!gorie ipaisse non localisante stable aux envebppes injectives. 
DEMONSTRATION. Soit 0 + M’ + M+ M” + 0 une suite exacte. Si 
ME JII~.~ en vertu de la Proposition 3.1, il rksulte que Ass(M’) et Ass(M”) 
sont finis, done M’ et M” sont dans .&I.* . 
La rkciproque rksulte de Ass(M) C Ass(M’) u Ass(M”). 
Si M est tel que Ass(M) soit fini et si E(M) est l’enveloppe injective de M, 
il est clair que Ass(M) = As&Y(M)). 
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.TZ’~.~ n’est pas localisante car si (S& est une famille infinie de sous-modules 
simples (ceci a lieu par exemple pour les anneaux semi-artiniens reguliers au 
sens de Von Neumann non semi-simples), alors &r Si n’est pas dans &r.* 
LEMME 5.1. Soient (MJ(EI une famille de A-modules sur un anneau semi- 
artinien, m C A un ideTa tnuximal. Si 0 est m-primaire dans tout M,(i E I) 
alors 0 est m-primaire dans RiGI Mi . 
DEMONSTRATION. Soient pi : nioI Mi + Mi les projections canoniques 
et soit s’ un module simple de ~,,(n[~,~ Mi). 11 existe un i EI tel quepi(S’) # 0, 
done p,(S’)= S’. On peut supposer que s&M,) sont isotypiques de type 
S E A/m pour tout i E I (car 0 est m-primaire dans chaque Mi), alors S’ E S 
et done s,,(n,,r Mi) est isotypique de type S. 
PROPOSITION 5.2. Si A est semi-artinien et si (q& est une famille d’idkaux 
m-primaires alms ntEl pi est m-primaire. 
DEMONSTRATION. Cela resulte du fait que 
et par application du Lemme 5.1. 
PROPOSITION 5.3. Si S s A/m est un A-module simple sur un anneau 
semi-artinien, si %?s est la plus petite sous-cat&&e localisante contenant S 
(voir $4), il existe alors un idt?al a C A tel que 
(1) a est m-primaire; 
(2) a2 = a* 
(3) A/a = ‘Am(A m anneau de fractions de A par rapport B m) ; 
(4) %Ts = Mod(A/a). 
De’monstration. Soit a l’intersection de tous les ideaux m-primaires. Alors 
a est m-primaire (Proposition 5.2). Vu que a2 est m-primaire on a a = a2. 
Soit v,,, : A --+ A, le morphism canonique. 
Vu que A est fortement sature ([2], Corollaire 3.5) pm est surjectif. 
On ait que Ker Q,,, = {x E A 13s # m, sx = 0} O,A, = A/Ker v’m est un 
anneau local et Ker qrn C m done Ker ‘pm est m-primaire et par suite 
aCKerv,. 
Soit x E Ker vrn , il existe done s # m tel que sx = 0 or A = As + m done 
il existe y E m tel que 1 = As + y d’oh x = xy et par suite x = xyk pour 
tout nombre nature1 R. 
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Soit q un ideal m-primaire c’est-a-dire fi = m, vu que y  E m il existe 
n E N tel que yn E q done x E q. En definitif a = Ker y,,, d’oh A/a = A, . 
Prouvons (4). Soit &IE 9Ys done 0 C M est m-primaire, d’apres le corollaire 
2.3, Ann(x) est m-primaire pour tout x EM, x # 0 d’oh aM = 0 done M 
est un A/a-module. 
Si M est un A/a-module il est clair que 0 C M est m-primaire. 
Remarque. D’aprts le Theo&me 4.2 il resulte que &I.A est somme 
directe des categories Mod A/a . 
COROLLAIRE 5.1. Soient A un anneau semi-artinien et Sun A-module simple, 
alors S est injectif ou est de dimension injective in..nie. 
Dkmonstration. Soient S z A/m et a un ideal m-primaire comme dans 
la Proposition 5.2Vu que A/a est un anneau local semi-artinien il est done 
parfait [3]. 
Supposons que la dimension injective de S soit k tel que 0 < k < co il 
existe done une suite exacte 
oh Qi(i = O,..., k) sont injectifs, or Vs est stable aux enveloppes injectives 
(Proposition 4.2) alors on peut choisir Qi dans ‘Zs, done aQa = 0,O < i < R 
done Qi(i = O,..., k) est un A/a-module injectif. Mais ([3], Corollaire 7.13) 
S est un A/a-module injectif et A/a est un A-module plat done, S est un 
A-module injectif, ce qui contradit l’hypothese. 
COROLLAIRE 5.2. Si A est un anneau semi-artinien et S un A-module 
simple injectif, alors S (I) est un A-module injectif quel que soit l’ensemble d’indices 
I. 
Dhnonstration. Soit a un ideal m-primaire comme dans la Proposition 5.2, 
done S est un A/a-module injectif; mais A/a est un anneau local parfait, 
done S est isomorphe k l’ideal minimal b de A/a; par suite b est sommande 
directe dans A/a, c’est-a-dire est engendre par un idempotent de A/a ce qui 
est impossible. 
En conclusion A/a est un corps, c’est-a-dire a = m et par suite Wr est un 
A/a-module injectif. Vu que A/a est un A-module plat alors W est un A- 
module injectif. 
COROLLAIRE 5.3. Si A est semi-artinien et M un A-module, $nim.ent 
associ&, alors M est soit injectif, soit de dimension injective infinie. 
Dkmonstration. D’aprb le thtoreme M = @MS (somme directe finie) 
oh MS est la composante S-primaire de M. Si S est injectif, d’aprbs le 
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Corollaire 5.2 Ms injectif. Si un des S n’est pas injectif alors sa dimension 
injective est infinie car on peut recopier la dkmonstration du Corollaire 5.1. 
mutatis mutandis, done la dimension injective de M est infinie. 
COROLLAIRE 5.4. Soient A un anneau semi-artinien, S un A-module simple 
et m = Ann(S). Les afirmations suivantes sont kpivalentes. 
(1) S est un A-module injectif, 
(2) m = m2* 3 
(3) S est un A-module plat. 
D6monstration. Soit a I’idCal m-primaire de la Proposition 5.2 l’implica- 
tion (1) * (2) rksulte de la dbmonstration du Corollaire 5.2. 
(2) => (1). Vu que m = m2, la sous-catkgorie pleine de Mod A form&e des 
modules M tels que Ann(M) = m (sous-catkgorie qui s’identifie & la catkgorie 
Mod A/m) est la sous-catCgorie localisante la plus petite qui contient S, done 
et par suite S est un A-module injectif. 
11 est clair que (1) * (3) car S &ant injectif a = m et done S = A/a. 
(3) => (1). S ktant A-plat est A/a-plat et comme A/a est parfait, S est un 
A/a-module projectif (d’aprks un rhltat bien connu de H. Bass), par suite 
A/a est un corps, done S est injectif. 
Remarque 5.2. Si S est un A-module simple projectif alors S est injectif. 
COROLLAIRE 5.5. Soient A un anneau semi-artinien et a C A un idkal mini- 
mal de A, alors 
(1) a est injectif si et seulement si a = a2; 
(2) a est de dimension injective in.nie si et seulement si a2 = 0. 
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